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Théorie de ’homotopie

Théorie des types

La théorie de [’homotopie s'intéresse a la classification des espaces topologiques a défor-
mation continue pres (équivalence d’homotopie).
On s’intéressera ici principalement a la sphere de dimension n, notée S".
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Afin de distinguer les espaces, on leur associe divers invariants algébriques, parmi eux les
oroupes d’homotopie :

La théorie des types est un systeme formel développé pour servir d’alternative a la théorie
des ensembles comme fondation des mathématiques.

Elle est basée sur les concepts de base suivants :

— Une collection de types

— Une collection de termes, chacun ayant un type uniquement déterminé par des regles
dites regles de typage

— Des regles de réductions expliquant quels termes sont égaux a d’autres par définition

Certains types peuvent dépendre de termes, auquel cas on parle de types dépendants.
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Syntaxe, regles de typage et regles de réduction du type
produit

Exemple :

— 51 A et B sont deux types, alors A X B est un type

— 51 a et b sont deux termes de types A et B, alors (a, b) est un terme de type A x B
— 51 u est un terme de type A X B, alors fst (u) est un terme de type A

— 51 u est un terme de type A X B, alors snd(u) est un terme de type B

— Le terme fst((a, b)) est égal a a par définition

— Le terme snd((a, b)) est égal a b par définition

m(A) = {classes d’homotopie d’applications pointées St — A}

Calculer les groupes d’homotopie d'un espace est en général tres difficile, par exemple pour
les spheres on peut montrer qu’obtient les groupes suivants (ou Z, désigne Z/nZ.) :

Groupes d’homotopie des spheres

1 2 3 4 5 6 7 8
On peut introduire de nombreux autres types, comme : > > > > > > > >
— Le type des fonctions A — B entre deux types A et B m 7 0 0 0 0 0 0 0
—Je type §.es entiers naturels N - 0 7 0 0 0 0 0 0
— Le type des petits types Type
— Le type identité a =, b pour A un type et a et b deux termes de type A 3 0 Z Z 0 0 0 0 0
En pratique, on n’autorise 'introduction de nouveaux types que selon un nombre limité de Ty 0 Ly Lo 2 0 0 0 0
schémas précis. . 0 T T T 7 0 0 0
Une des grandes forces de la théorie des types est qu'elle admet une double interpreéta- T 0 T T Do T 7 0 0
tion : ensembliste et logique, ce qui permet de représenter a la fois les mathématiques et la
: gq ) b P . T 0 ZQ ZQ 2, X Zlg ZQ ZQ Z. 0
logique dans un cadre unifié.
8 0 ZQ ZQ Z% ZQ4 ZQ ZQ Z,
Interprétations ensembliste et logique de la théorie des types o 0 7, 7 72 7, Do 7, 7,
FEnsemble < Type < :_:)I”OpOSitiOIl 10 0 Zlg) Zl5 Z24 X Zg ZQ 0 Z24 ZQ
Elément > Terme | > E_Dém.onst?ration T 0 7, 7, Do 7, 7 0 Do
Ensemble des fonctions <+ Type des fonctions <+ Implication , )
Produit cartésien <+  Type produit <> Conjonction 2 0 % % 2 L 2 y 0
“0 de Kronecker” <+  Type identité <> Egalité 13 0 Dy X Lo 2o X Lo Z Lo L Lo 0

Une autre propriété tres importante de la théorie des types est qu'elle est constructive : si
on a un terme de type N sans variables libres et qu’on lui applique les regles de réduction
de facon répétée jusqu’a ce que cela ne soit plus possible, alors

— Ce processus termine (normalisation forte)

— Le résultat final ne dépend pas de 'ordre des réductions (confluence)

— Le résultat final est un entier naturel sous sa forme canonique (0, 1, 2, ...) (canonicité)

La structure globale des groupes d’homotopie des spheres n’est pas encore bien comprise,

mais certains motifs sont connus :

— Les groupes d’homotopie de St sont tous triviaux, excepté m(S') qui est égal & Z

— Les groupes sur la diagonale sont tous égaux a Z, et ceux au dessus sont tous triviaux

— Les groupes d’homotopie de S* et S® coincident deux & deux, excepté mo(S?) # ma(S?)

— Le groupe m,,1(S") ne dépend pas de n pour n > k + 2

— Chaque 7 (S") est soit un groupe fini abélien, soit le produit de Z par un groupe fini
abélien (pour 7, (S") et m4,_1(S*"))

En particulier, toutes les fonctions définissables sont calculables : de la preuve de 'existence
d’'une fonction, on peut automatiquement en déduire un algorithme la calculant.

Théorie des types homotopiques

On peut montrer que toutes les regles de la théorie des types restent valides, ce qui permet
d’utiliser la théorie des types pour démontrer des résultats en théorie de I'’homotopie.
De plus, cette iterprétation homotopique suggere certaines additions a la théorie des
types :

— Les types inductifs supérieurs, une nouvelle classe de types qui permet de définir
directement des espaces provenant de la théorie de I’homotopie, comme par exemple les
spheres, les espaces projectifs, et plus généralement la plupart des complexes cellulaires

— L’aziome d’univalence, qui permet entre autres de définir des fibrations intéressantes
sur les types inductifs supérieurs afin de calculer leurs groupes d’homotopie, et qui
correspond a la propriété de complétude des espaces de Segal

La théorie des types homotopiques part de l'interprétation homotopique suivante :

Type < Espace topologique a déformation pres
Terme <+ Point
Type dépendant <+ Fibration
Type des fonctions <> Espace des fonctions continues
Type identité <> Espace des chemins continus

Les types sont donc désormais vus comme des espaces, toutes les fonctions sont continues,
et une preuve d’égalité entre deux points n’est rien d’autre qu'un chemin continu entre ces
deux points.

Constructivité

La théorie des types homotopiques telle qu’elle est dévelop-
pée actuellement n’est pas constructive au sens ci-dessus
parce qu’elle se base sur des axiomes en plus des regles de

typage.
» J'essaye de développer une nouvelle théorie des types
ayant sensiblement la meme expressivité mais uniquement

basée sur des regles de typage et ayant donc a nouveau la
propriété de constructivite.

Formalisation

Plusieurs logiciels implémentant la théorie des types
existent, les plus connus étant Coq (développé a I'INRIA
en France) et Agda (développé a l'université de Chalmers
en Suede).

» Je travaille avec les développeurs d’Agda au test et a
'implémentation de diverses fonctionnalités, et je travaille
également a 1'écriture d’une librairie Agda pour la théorie
des types homotopiques.

Mathématiques

La théorie des types homotopiques impose certaines res-
trictions sur les démonstrations : pas de raisonnement par
'absurde, d’axiome du choix, de décomposition cellulaire
ou simpliciale des espaces, de théoreme de Whitehead, etc.

» J'étudie quels théoremes de théorie de ['homotopie
peuvent etre redémontrés dans ce nouveau cadre, ce qui
force a trouver des démonstrations souvent a la fois plus
élémentaires et plus intrinseques.
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